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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
ΘΕΜΑ Α 
Α1. Απόδειξη εξίσωσης κύκλου, σχολικό βιβλίο σελίδα 83 
Α2. α) Ορισμός εσωτερικού γινομένου, σχολικό βιβλίο σελίδα 41 

β) Ορισμός εκκεντρότητας έλλειψης, σχολικό βιβλίο σελίδα 104 
Α3. α) Λάθος 

β) Σωστό 
γ) Λάθος 
δ) Λάθος 
ε) Σωστό 

 
ΘΕΜΑ Β 

Β1.  Έχουμε 2 ∙ 𝛼⃗𝛼 − 𝛽𝛽 = (3,−11) ⟺ 2 ∙ (𝜆𝜆,−3) − (1, 𝜆𝜆2 + 1) = (3,−11) 
⟺ (2𝜆𝜆 − 1,−7 − 𝜆𝜆2) = (3,−11) ⟺ 

2𝜆𝜆 − 1 = 3 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 − 7 − 𝜆𝜆2 = −11 ⟺ 𝜆𝜆 = 2 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝜆𝜆 = ±2 . Άρα 𝜆𝜆 = 2. 

Β2. Για 𝜆𝜆 = 2 τα διανύσματα γίνονται 𝑎⃗𝑎 = (2,−3) 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝛽𝛽 = (1,5). 

 Γνωρίζουμε ότι 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 �𝛼⃗𝛼,𝛽𝛽� � = 𝛼𝛼��⃗ ∙𝛽𝛽��⃗

|𝛼𝛼��⃗ |∙�𝛽𝛽��⃗ �
 (1) ,  

όπου 𝛼⃗𝛼 ∙ 𝛽𝛽 = 2 ∙ 1 + (−3) ∙ 5 = −13 και |𝛼⃗𝛼| = �22 + (−3)2 = √13, 
            �𝛽𝛽� = √12 + 52 = √26 , άρα η (1) γίνεται  

𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 �𝛼⃗𝛼,𝛽𝛽� � =
−13

√13 ∙ √26
=

−13
√13 ∙ √2 ∙ √13

=
−1
√2

=
−√2

2
. 
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Β3.  Αφού 𝛰𝛰𝛰𝛰�����⃗ = 𝛼⃗𝛼, 𝛰𝛰𝛰𝛰�����⃗ = 𝛽𝛽 θα είναι 𝛢𝛢(2,−3) 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝛣𝛣(1,5). 

α)  Για το μέσο 𝛥𝛥 του 𝛢𝛢𝛢𝛢 θα είναι  𝑥𝑥𝛥𝛥 = 2+1
2

= 3
2

 , 𝑦𝑦𝛥𝛥 = −3+5
2

= 1 ,  

δηλαδή 𝛥𝛥(3
2

, 1). Αφού η 𝛰𝛰𝛰𝛰 διέρχεται από την αρχή των αξόνων 𝛰𝛰 θα είναι της 

μορφής 𝑦𝑦 = 𝜆𝜆 ∙ 𝑥𝑥 , όπου 𝜆𝜆 = 𝑦𝑦𝛥𝛥−𝑦𝑦𝑂𝑂
𝑥𝑥𝛥𝛥−𝑥𝑥𝛰𝛰

= 1
3
2

= 2
3
   άρα     (𝛰𝛰𝛰𝛰): 𝑦𝑦 = 2

3
∙ 𝑥𝑥  

Υπολογίζουμε τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας (𝛢𝛢𝛢𝛢),  

𝜆𝜆𝛢𝛢𝛢𝛢 = 5−(−3)
1−2

= −8 οπότε η κάθετη στην (𝛢𝛢𝛢𝛢) θα έχει συντελεστή διεύθυνσης 

𝜆𝜆 = 1
8 

 και η εξίσωσης της (𝛰𝛰𝛰𝛰): 𝑦𝑦 = 1
8
∙ 𝑥𝑥  

β)  Η εξίσωση της ευθείας (𝛢𝛢𝛢𝛢) θα είναι 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝐴𝐴 = 𝜆𝜆𝛢𝛢𝛢𝛢 ∙ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝐴𝐴) ⟺  
𝑦𝑦 − (−3) = −8 ∙ (𝑥𝑥 − 2)  ⟺  y = −8𝑥𝑥 + 13.  
Για το σημείο τομής 𝛭𝛭 του ύψους (𝑂𝑂𝑂𝑂) και της ευθείας (𝛢𝛢𝛢𝛢) θα ισχύει: 

� 𝑦𝑦 =
1
8
∙ 𝑥𝑥

𝑦𝑦 = −8𝑥𝑥 + 13
⟺  

1
8
∙ 𝑥𝑥 = −8 ∙ 𝑥𝑥 + 16 ⟺ 65 ∙ 𝑥𝑥 = 104 ⟺ 𝑥𝑥 =

104
65

  

ή 𝑥𝑥 = 8
5
  και 𝑦𝑦 = 1

8
∙ 8
5
 = 1

5
  άρα 𝛭𝛭(8

5
 , 1
5
).  

 
ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας (𝜀𝜀2) θα είναι 𝜆𝜆 = 𝜀𝜀𝜀𝜀 𝜋𝜋
4

= 1 και αφού 
διέρχεται από το Α(0,1) έχουμε 𝑦𝑦 − 1 = 1(𝑥𝑥 − 0)  ⇔  𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 1. 
Για το σημείο τομής των 𝜀𝜀1, 𝜀𝜀2 θα ισχύει: 

�2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 4
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 1  ⇔  2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 + 1 = 4 ⇔  3𝑥𝑥 = 3 ⇔  𝑥𝑥 = 1 

και 𝑦𝑦 = 2 δηλαδή Κ(1,2) 
 
Γ2.  Έστω 𝛤𝛤(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) ζητούμενο σημείο. Αφού είναι σημείο της 𝜀𝜀2 θα ισχύει  

𝑦𝑦0 = 𝑥𝑥0 + 1.  

Θέλουμε 𝑑𝑑(𝛤𝛤, 𝜀𝜀1) = 6√5
5

 ⇔  |2𝑥𝑥0+𝑦𝑦0−4|
√22+12

= 6√5
5
⇔ 

|2𝑥𝑥0 + 𝑦𝑦0 − 4| = 6 ⇔ 
2𝑥𝑥0 + 𝑦𝑦0 − 4 = 6  ή  2𝑥𝑥0 + 𝑦𝑦0 − 4 = −6 ⇔ 

2𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥0 + 1 − 4 = 6  ή  2𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥0 + 1 − 4 = −6 ⇔ 
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𝑥𝑥0 = 3  ή  𝑥𝑥0 = −1 
Οπότε 𝑦𝑦0 = 4  ή  𝑦𝑦0 = 0 αντίστοιχα. Άρα Γ(-1,0) και Δ(3,4). 

Γ3.  Έστω 𝑦𝑦2 = 2𝑝𝑝𝑝𝑝 η ζητούμενη εξίσωση παραβολής. Αφού διέρχεται από το 
Κ(1,2) θα ισχύει 22 = 2𝑝𝑝1 ⇔ 𝑝𝑝 = 2. Άρα, 𝑦𝑦2 = 4𝑥𝑥. 
Η εξίσωση εφαπτομένης της παραβολής στο Κ(1,2) θα είναι  
𝑦𝑦 ⋅ 2 = 2 ⋅ (𝑥𝑥 + 1) ⇔ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 1 δηλ. η ευθεία 𝜀𝜀2. 

Γ4.  α) Η εξίσωση της διευθετούσας της παραβολής 𝑦𝑦2 = 4𝑥𝑥 είναι 𝑥𝑥 = −1 και το 
σημείο τομής της διευθετούσας και της (𝜀𝜀1) είναι  

� 𝑥𝑥 =  −1
2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 4  ⇔  �𝑥𝑥 = −1

𝑦𝑦 = 6   δηλ. (-1,6)  

οπότε (ζ): 𝑦𝑦 − 6 = 1 ⋅ (𝑥𝑥 + 1) ⇔ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 7. 
β) Αν Λ σημείο της ευθείας (ζ) με τετμημένη 𝑥𝑥0 θα είναι Λ(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥0 + 7). Ακόμη, 
Γ(-1,0), Δ(3,4).  

Έτσι, 𝛬𝛬𝛬𝛬�����⃗ =(−1 − 𝑥𝑥𝑜𝑜 , 0 − 𝑥𝑥𝑜𝑜 − 7) = (−1 − 𝑥𝑥0,−𝑥𝑥0 − 7) και  

 𝛬𝛬𝛬𝛬�����⃗  = (3 − 𝑥𝑥0, 4 − 𝑥𝑥0 − 7) = (3 − 𝑥𝑥0,−3 − 𝑥𝑥0) 

ΕΛΓΔ = 1
2

 �det(𝛬𝛬𝛬𝛬�����⃗ ,𝛬𝛬𝛬𝛬�����⃗ )� = 1
2

 |  �−1−𝑥𝑥03−𝑥𝑥0
   −𝑥𝑥0−7−3−𝑥𝑥0

� | = 1
2

 |  �−1−𝑥𝑥03−𝑥𝑥0
   −𝑥𝑥0−7−3−𝑥𝑥0

� =  

= 1
2 

 |(−1 − 𝑥𝑥0)(−3 − 𝑥𝑥0) − (−𝑥𝑥0 − 7)(3 − 𝑥𝑥0)| = 

 1
2 

 |(1 + 𝑥𝑥0)(3 + 𝑥𝑥0) + (𝑥𝑥0 + 7)(3 − 𝑥𝑥0)| = 

 1
2 

 |3 + 𝑥𝑥0 + 3𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥02 + 3𝑥𝑥0 + 21 − 7𝑥𝑥0 − 𝑥𝑥02| = 1
2

|24| = 12 τ. μ.   

 
ΘΕΜΑ Δ 
Δ1.  Για τον κύκλο 𝐶𝐶1 βρίσκουμε κέντρο και ακτίνα:  

𝛫𝛫 �−𝛢𝛢
2

,−𝛣𝛣
2
� και ακτίνα 𝜌𝜌1 = √𝛢𝛢2+𝛣𝛣2−4𝛤𝛤

2
  

όπου 𝛢𝛢 = −6,𝛣𝛣 = −2 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝛤𝛤 = 8 . 

Άρα 𝛫𝛫(3,1) 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝜌𝜌1 = √36+4−32
2

= √8
2

= √2 . 

Για τον κύκλο 𝐶𝐶2 έχουμε 𝛬𝛬(𝜆𝜆, 𝜆𝜆 + 2) 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝜌𝜌2 = √2.  
Αφού οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά θα ισχύει (𝛫𝛫𝛫𝛫) = 𝜌𝜌1 + 𝜌𝜌2  ⟺  

�(𝜆𝜆 − 3)2 + (𝜆𝜆 + 2 − 1)2 = 2√2 ⟺ (𝜆𝜆 − 3)2 + (𝜆𝜆 + 1)2 = 4 ∙ 2 

⟺ 𝜆𝜆2 − 6𝜆𝜆 + 9 + 𝜆𝜆2 + 2𝜆𝜆 + 1 = 8 ⟺ 2𝜆𝜆2 − 4𝜆𝜆 + 2 = 0 ⟺  
(𝜆𝜆 − 1)2 = 0 ⟺ 𝜆𝜆 = 1 , οπότε 𝐶𝐶2: (𝑥𝑥 − 1)2 + (𝑦𝑦 − 3)2 = 2 με κέντρο 
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𝛬𝛬(1,3) και ακτίνα 𝜌𝜌2 = √2 . 
Δ2.  α) Για τα σημεία τομής του 𝐶𝐶1 με τον x΄x άξονα : 

Θέτουμε 𝑦𝑦 = 0 οπότε (𝑥𝑥 − 3)2 + (0 − 1)2 = 2 ⟺ (𝑥𝑥 − 3)2 = 1 ⟺ 
𝑥𝑥 − 3 = 1 ή 𝑥𝑥 − 3 = −1 ⟺ 𝑥𝑥 = 4 ή 𝑥𝑥 = 2. Άρα 𝛢𝛢1(4,0) , 𝛢𝛢2(2,0). 
Για τα σημεία τομής του 𝐶𝐶2 με τον y΄y άξονα : 
Θέτουμε 𝑥𝑥 = 0 : (0 − 1)2 + (𝑦𝑦 − 3)2 = 2 ⟺  (𝑦𝑦 − 3)2 = 1 ⟺  
𝑦𝑦 − 3 = 1 ή 𝑦𝑦 − 3 = −1 ⟺ 𝑦𝑦 = 4 ή 𝑦𝑦 = 2 , δηλαδή 𝛣𝛣1(0,4),𝛣𝛣2(0,2) . 
β) Είναι 𝛢𝛢(2,0) 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝛣𝛣(0,2). Για την ευθεία 𝛢𝛢𝛢𝛢 έχουμε  

𝜆𝜆 = 𝑦𝑦𝛣𝛣−𝑦𝑦𝐴𝐴
𝑥𝑥𝐵𝐵−𝑥𝑥𝐴𝐴

= 2−0
0−2

= −1 και αφού διέρχεται από το σημείο 𝛢𝛢(2,0) θα είναι 

𝑦𝑦 − 0 = −1(𝑥𝑥 − 2)  ⟺ 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 2  ή (𝛢𝛢𝛢𝛢): 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2 = 0. 

Η απόσταση 𝑑𝑑1(𝛫𝛫,𝛢𝛢𝛢𝛢) = |3+1−2|
√12+12

= 2
√2

= √2  και  

η απόσταση 𝑑𝑑2(𝛬𝛬,𝛢𝛢𝛢𝛢) = |1+3−2|
√12+12

= 2
√2

= √2 . 

Αφού 𝑑𝑑1 = 𝑑𝑑2 = 𝜌𝜌1 = 𝜌𝜌2 = √2  η ευθεία (𝛢𝛢𝛢𝛢) είναι κοινή εφαπτομένη των 
2 κύκλων. 

Δ3. Για το σημείο επαφής των δύο κύκλων θα ισχύει 

  �
(𝑥𝑥 − 1)2 + (𝑦𝑦 − 3)2 = 2
(𝑥𝑥 − 3)2 + (𝑦𝑦 − 1)2 = 2

 

          Άρα, (𝑥𝑥 − 1)2 + (𝑦𝑦 − 3)2 = (𝑥𝑥 − 3)2 + (𝑦𝑦 − 1)2  ⇔ 
𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 + 𝑦𝑦2 − 6𝑦𝑦 − 9 = 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9 + 𝑦𝑦2 − 2𝑦𝑦 + 1 ⇔ 

                    4𝑥𝑥 = 4𝑦𝑦 ⇔ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 οπότε 
(𝑥𝑥 − 1)2 + (𝑥𝑥 − 3)2 = 2 ⇔ 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 + 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9 = 2 ⇔ 

2𝑥𝑥2 − 8𝑥𝑥 + 8 = 0 ⇔ 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 4 = 0 ⇔ (𝑥𝑥 − 2)2 = 0 ⇔ 𝑥𝑥 = 2  
οπότε και 𝑦𝑦 = 2, άρα κοινό σημείο των 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 το  Ν(2,2). 
Η ζητούμενη εφαπτομένη ευθεία (𝜀𝜀) θα είναι κάθετη στις 𝛫𝛫𝛫𝛫 και 𝛬𝛬𝛬𝛬 επομένως 
κάθετη στην διάκεντρο 𝛫𝛫𝛫𝛫 η οποία έχει συντελεστή διεύθυνσης  

𝜆𝜆𝛫𝛫𝛫𝛫 = 𝑦𝑦𝛬𝛬−𝑦𝑦𝜅𝜅
𝑥𝑥𝛬𝛬−𝑥𝑥𝐾𝐾

= 3−1
1−3

= −1  

άρα 𝜆𝜆𝜀𝜀  · 𝜆𝜆𝛫𝛫𝛫𝛫 = −1 ⇔ 𝜆𝜆𝜀𝜀 = 1. Έτσι (𝜀𝜀): 𝑦𝑦 − 2 = 1 · (𝑥𝑥 − 2) ⇔ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥   

που είναι η διχοτόμος της γωνίας 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥� . 
β) Έστω 𝑀𝑀(𝑥𝑥,𝑦𝑦) σημείο της ευθείας (𝜀𝜀):𝑦𝑦 = 𝑥𝑥, άρα 𝛭𝛭(𝑥𝑥, 𝑥𝑥). 
Το 𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫 τρίγωνο είναι ισόπλευρο ⇔ (𝛫𝛫𝛫𝛫) = (𝛫𝛫𝛫𝛫) = (𝛭𝛭𝛭𝛭)  
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όπου (𝛫𝛫𝛫𝛫) = �(𝑥𝑥 − 3)2 + (𝑥𝑥 − 1)2,  

(𝛫𝛫𝛫𝛫) = �(3 − 1)2 + (1 − 3)2 = 2√2, (𝛭𝛭𝛭𝛭) = �(𝑥𝑥 − 1)2 + (𝑥𝑥 − 3)2,  

άρα  �(𝑥𝑥 − 3)2 + (𝑥𝑥 − 1)2 = 2√2 ⇔ 

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9 + 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 = 8 ⇔ 
    2𝑥𝑥2 − 8𝑥𝑥 + 2 = 0 ⇔ 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 1 = 0 

𝛥𝛥 = 12, 𝑥𝑥1,2 = 4±2√3
2

= �2 + √3
2 − √3

   οπότε 

 𝛭𝛭(2 + √3, 2 + √3) και 𝛭𝛭′(2 − √3, 2 − √3). 
γ) Θα αποδείξουμε ότι το τετράπλευρο 𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭′𝛬𝛬 είναι  
παραλληλόγραμμο. Έχουμε  

𝜆𝜆𝛫𝛫𝛫𝛫 = 2+√3−1
2+√3−3

= 1+√3
−1+√3

 ,  (𝛫𝛫𝛫𝛫) = 2√2  και  

𝜆𝜆𝛭𝛭΄𝛬𝛬 = 3−2+√3
1−2+√3

= 1+√3
−1+√3

 ,  (𝛭𝛭΄𝛬𝛬) = 2√2   

άρα αφού έχει 2 απέναντι πλευρές παράλληλες και ίσες είναι παραλληλόγραμμο. 
 
Επίσης οι διαγώνιοι του 𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭′𝛬𝛬 τέμνονται κάθετα, άρα το 𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭′𝛬𝛬 είναι 
ρόμβος. 
 
Σχόλιο: Σε κάποια ερωτήματα σε όλα τα θέματα υπάρχουν περισσότεροι από έναν 
τρόποι λύσης. Κάθε τρόπος επιστημονικά σωστός είναι αποδεκτός. 
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