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ΤΑΞΗ: Γ΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥ∆ΩΝ  

ΜΑΘΗΜΑ: ΦΥΣΙΚΗ 

Ηµεροµηνία: Τρίτη 5 Ιανουαρίου 2016 

∆ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 
 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ A 

Α1. � γ   Α5. α – ΛΑΘΟΣ 

Α2. � δ    β – ΣΩΣΤΟ 

Α3. � β    γ – ΛΑΘΟΣ 

Α4. � β    δ – ΣΩΣΤΟ 

     ε – ΛΑΘΟΣ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Σωστή απάντηση η (β) 

Η ιδιοσυχνότητα καθενός από τα τρία συστήµατα µάζας – ελατηρίου 

είναι: 

0(I)

1 k
f

2 m
=

π

 

0(II)

1 4k 1 k
f

2 m m
= =

π π
 

0(III)

1 2k 1 k
f

2 4m 2 2m
= =

π π

 

 

Παρατηρούµε ότι η ιδιοσυχνότητα του συστήµατος (ΙΙ) είναι ίση µε τη 

συχνότητα του διεγέρτη. Συνεπώς το σύστηµα (ΙΙ) θα βρεθεί σε 

κατάσταση συντονισµού, µε αποτέλεσµα να ταλαντώνεται µε το µέγιστο 

δυνατό πλάτος. 
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B2. Σωστή απάντηση η (β)  

Όταν ένα σώµα εκτελεί ταυτόχρονα δύο απλές αρµονικές ταλαντώσεις 

που γίνονται στην ίδια διεύθυνση, γύρω από το ίδιο σηµείο ισορροπίας 

µε ίδιο πλάτος και παραπλήσιες συχνότητες f1, f2 προκύπτει µια 

ιδιόµορφη ταλάντωση µε σταθερή περίοδο και µεταβλητό πλάτος ή 

αλλιώς λέµε πως η κίνηση παρουσιάζει διακροτήµατα. 

 

Ο χρόνος µεταξύ δύο διαδοχικών µηδενισµών του πλάτους είναι η 

περίοδος του διακροτήµατος που υπολογίζεται από τη σχέση: 

1 2

1

f f
δ

Τ =
−

 ενώ για την συχνότητα της ταλάντωσης του σώµατος θα 

ισχύει: 1 2 1 2 1 2
2 f 2 f f f

 ή 2πf  ή f
2 2 2

Τ Τ Τ

ω +ω π + π +
ω = = =  και εποµένως 

1 2

2

f f
Τ

Τ =
+

. 

Το πλήθος των ταλαντώσεων που εκτελεί το σώµα στη διάρκεια της 

περιόδου του διακροτήµατος είναι: 

( )1 2 1 2

1 2

1 2

1

f f f f
1

2 2 f f

f f

δ

Τ

−Τ +
Ν = = =

Τ −

+

 

Όταν διπλασιάζουµε τις συχνότητες έχουµε 
'

1 1
f 2f=  και 

'

2 2f 2f= , οπότε 

για την νέα ιδιόµορφη ταλάντωση θα ισχύουν: 

'

; '

1 2 1 21 2

1 1 1

2f 2f 2 f ff f
δ

Τ = = =
− −−

 και 

( )
'

' '

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 1

f f 2f 2f 2 f f f f
Τ

Τ = = = =
+ + + +

 

οπότε το πλήθος των ταλαντώσεων που εκτελεί το σώµα στη διάρκεια 

της νέας περιόδου διακροτήµατος,θα ισχύει: 

( )
΄

' 1 2 1 2

'

1 2

1 2

1

2 f f f f
2

1 2 f f

f f

δ

Τ

−Τ +
Ν = = =

Τ −
+

 

Από τις σχέσεις ( )1  και ( )2  προκύπτει ότι 
'

1
Ν

=
Ν
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B3. Σωστή απάντηση η (α) 

Αν υδ η ταχύτητα διάδοσης των κυµάτων, η χρονική καθυστέρηση είναι: 

2 1 2 1
2 1

d d d d
∆t t t

υ υ υ
δ δ δ

−
= − = − =  ή 

2 1
υ ∆t d d
δ
⋅ = −  ή 

2 1
d d υ ∆t

δ
= + ⋅  ή  

2

λ
d 2 λ 3,25 Τ

Τ
= ⋅ + ⋅ ⋅  ή 

2
d 5,25 λ= ⋅  

Η εξίσωση του πλάτους της ταλάντωσης του σηµείου Μ µετά τη 

συµβολή είναι: 

M 1 2

π
A 2A συν (d d )

λ

 ′ = ⋅ ⋅ −  
  ή 

M

π
A 2A συν (2 λ 5,25 λ)

λ

 ′ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅  
 

M
3

π
A 2A συν ( ,25 λ)

λ

 ′ = ⋅ ⋅ − ⋅  
  ή M 3A 2A συν( ,25 π)′ = ⋅ − ⋅  

M
3π

π
A 2A συν( )

4
+′ = ⋅   ή 

M

π
A 2A συν

4
′ = ⋅ −   ή 

M

2
A 2A

2
′ = ⋅  ή 

M
A A 2′ = ⋅  

 

Εποµένως M(max) Mυ ω A′= ⋅  ή M(max)υ ω A 2= ⋅ ⋅  

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Από την εξίσωση ( )
M

y 0,3 2 t (S.I.)= ηµ π α −β  προκύπτει: 0,3mΑ =  

Όταν στο µέσο διαδίδονται και τα δυο κύµατα, δηµιουργείται στάσιµο 

κύµα. Από την εξίσωση 1,2 4 t (S.I.)
Μ

υ = π ⋅συν π , προκύπτει 

4  rad/sω = π . 

Η συχνότητα ταλάντωσης των σηµείων του ελαστικού µέσου είναι ίδια, 

είτε διαδίδεται το ένα, είτε και τα δυο κύµατα, οπότε:  

2 fω = π  ή f
2

ω
=

π
 ή 

4
f

2

π
=

π
 ή f 2 z= Η  

 

Ισχύει επίσης: f
δ

υ = λ  ή 
f

δ
υ

λ =  ή 
1,2

2
λ =  ή 0,6mλ =  

όπου υδ η ταχύτητα διάδοσης των κυµάτων. 
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Εποµένως οι εξισώσεις των δυο τρεχόντων κυµάτων είναι: 

 

1

x
y 0,3 2 2t

0,6

 
= ηµ π − 

 
 ή  

1

5x
y 0,3 2 2t (S.I.)

3

 = ηµ π − 
 

 

2

x
y 0,3 2 2t

0,6

 
= ηµ π + 

 
 ή  

2

5x
y 0,3 2 2t (S.I.)

3

 = ηµ π + 
 

 

 

Η εξίσωση ταλάντωσης των σηµείων του ελαστικού µέσου κατά την 

ταυτόχρονη διάδοση και των δυο κυµάτων, ή αλλιώς η εξίσωση του 

στάσιµου κύµατος θα είναι: 

 

2 x 2 t
y 2A

T

π π
= ⋅συν ⋅ηµ

λ
 ή 

2 x
y 2A t

π
= ⋅συν ⋅ηµω

λ
 ή 

2 x
y 0,6 4 t

0,6

π
= ⋅συν ⋅ηµ π  

10 x
y 0,6 4 t(S.I.)

3

π
= ⋅συν ⋅ηµ π  

 

Γ2. Όταν στο ελαστικό µέσο αποκατασταθεί στάσιµο κύµα, η εξίσωση 

ταλάντωσης κάθε σηµείου έχει τη µορφή: 

2 x 2 t
y 2A

T

π π
= ⋅συν ⋅ηµ

λ
 η οποία, θέτοντας

2 x
A 2A

π
′ = ⋅συν

λ
, 

γράφεται: 
2 t

y A
T

π
′= ⋅ηµ  

αν A 0′ > : 
2 t

y A
T

π
′= ⋅ηµ  

αν A 0′ < : 
2 t

y A
T

π
′= − ⋅ηµ  ή 

2 t
y A

T

π ′= ⋅ηµ + π 
 

 

Η ταχύτητα ταλάντωσης του κάθε σηµείου θα περιγράφεται από την 

εξίσωση: 

2 t
A

T

π
′υ = ω ⋅συν  όταν A 0′ > , ή  

2 t
A

T

π ′υ = ω ⋅συν + π 
 

 όταν A 0′ <  
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Συγκρίνοντας την εξίσωση 1,2 4 t (S.I.)
Μ

υ = π ⋅συν π που µας δόθηκε, µε 

τις παραπάνω προκύπτει πως: 

• A 0
Μ
′ >  &  

• A 1,2
Μ
′ω = π  ή 4 A 1,2

Μ
′π = π  ή 

 A 0,3m
Μ
′ =  (δηλ. A A

Μ
′ = ) 

 

Όµως:  

M

M

2 x
A 2A

π
′ = ⋅συν

λ
 ή M

2 x
A 2A

π
= ⋅συν

λ
 ή M

2 x 1

2

π
συν =

λ
 ή 

M
2 x

3

π π
συν = συν

λ
 

οπότε: M
2 x

2k
3

π π
= π ±

λ
 ή 
M

x k  (k )
6

λ
= λ ± ∈Z  (1) 

 

Γνωρίζουµε επίσης πως:  

• 
M

x 0>  (αφού βρίσκεται στον θετικό ηµιάξονα), 

• µεταξύ της αρχής του άξονα Ο (που θα είναι κοιλία) και του Μ 

υπάρχουν δυο δεσµοί και µια κοιλία. ∆εδοµένου πως η απόσταση 

κοιλίας δεσµού είναι λ/4 και η απόσταση µεταξύ δυο διαδοχικών 

δεσµών είναι λ/2, θα πρέπει:  

M
x

4 2

λ λ
> +   ή  

M

3
x

4

λ
>   ή  

M

9
x

12

λ
>    

και  

M
x < λ (αφού στη θέση x=λ έχουµε τη 2

η
 κοιλία µεταξύ Ο και Μ).  

 

Εποµένως πρέπει:  
M

9
x

12

λ
< < λ  

 
 

λ

6

A

2A

λ

5λ

6

δεσμοί

λ / 4 λ / 2

2A−

−A
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Θέτοντας στην εξίσωση (1) k=0, παίρνουµε: 

M
x

6

λ
= −  (απορ.)  ή  

M

2
x

6 12

λ λ
= =  (απορ. αφού είναι <

3 9

4 12

λ λ
= ) 

 

Θέτοντας στην εξίσωση (1) k=1, παίρνουµε: 

M
x

6

λ
= λ +  (απορ.)  ή 

M

5
x

6

λ
=  (

10

12

λ
= , δεκτή) 

Άρα: 
M

5 0,6
x

6

⋅
= ⇒

M
x 0,5m=  

 

Γ3. Ο πλησιέστερος στο Μ δεσµός είναι αυτός που βρίσκεται στη θέση 

x=3λ/4. Τον ονοµάζουµε Κ. 

Το Μ βρίσκεται στην ελάχιστη απόστασή του από τον δεσµό Κ, τη 

στιγµή που και όλα τα σηµεία διέρχονται από τη θέση ισορροπίας. 

Συνεπώς η ελάχιστη απόσταση είναι: 

min M K

5 3 10 9
( ) x x

6 4 12 12

λ λ λ λ
ΚΜ = − = − = − ή 

min

0,6
( )

12 12

λ
ΚΜ = =  ή 

min
( ) 0,05 mΚΜ =  

 

 
 

Με βάση το παραπάνω σχήµα προκύπτει: 
2

2

max
( ) A

12

λ 
ΚΜ = +  

 
  ή 

( ) ( )
2 2

2 2 2 2

max
( ) 0,3 0,05 30 10 5 10

− −

ΚΜ = + = ⋅ + ⋅  ή 

4 2

max
( ) 925 10 30,4 10− −

ΚΜ = ⋅ = ⋅  ή  
max

( ) 0,304 mΚΜ =  

 

A

2A

λ

λ

12

δεσμοί

K

M

A

3λ / 4

2A−

−A
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Γ4. Όταν η συχνότητα των κυµάτων µεταβληθεί, το Μ θα είναι η 1
η
 κοιλία 

στον θετικό ηµιάξονα Οx, µετά την κοιλία στο σηµείο Ο. Με τη 

µεταβολή της συχνότητας δεν µεταβάλλεται η ταχύτητα διάδοσης των 

κυµάτων, που εξαρτάται µόνο από το µέσο διάδοσης. Συνεπώς (βλέπε 

σχήµα παρακάτω) ισχύει: 

5

6 2

′⋅λ λ
=   ή 

5 1

6 f 2 f

Κ Κ
υ υ

=
′

  ή 
3

f f
5

′ =   ή f 0,6f′ =  

 

Συνεπώς το ποσοστό µεταβολής της συχνότητας είναι:  

f

f f
100%

f

′ −
Π =   ή 

f

0,6f f
100%

f

−
Π =   ή 

f
40%Π = −  

 

 
 

Ο ζητούµενος λόγος θα είναι: 

2 21

MM 2

2 21

M M2

mE

E m

ω Α
=

′ ′ ′ω Α
 ή 

2 2 2

M M

2 2 2

M M

E 4 f

E 4 f

π Α
=

′ ′ ′π Α
ή 

22

M M

M M

E f

E f

 Α 
=   ′ ′ ′Α   

ή 

2 2

M

M

E f A

E 0,6f 2A

   
=   ′   

ή  

 

λ / 2′

2A

2A−

M

πριν τη μεταβολή συχνότητας

μετά τη μεταβολή συχνότητας

M

5λ / 6

2A

2A−
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M

M

E 1

E 0,36 4
=

′ ⋅
 ή M

M

E 100

E 36 4
=

′ ⋅
 ή 

 

M

M

E 25

E 36
=

′
 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. Στη διάρκεια της ταλάντωσης το σώµα διέρχεται από τη Θ.Ι. κάθε µισή 

περίοδο άρα µε βάση τα δεδοµένα, θα είναι 
T

0,25s
2
=  ή Τ=0,5s. 

H κυκλική συχνότητα της ταλάντωσης θα είναι:  

2 2

0,5

π π
ω = =

Τ
 ή rad

s
4ω = π  

 

Η απόσταση d, µεταξύ των ακραίων θέσεων της ταλάντωσης ισούται µε 

2Α και έτσι: 

d 2A=  ή 
d

A
2
=  ή 

0,8
A

2
=  ή A 0,4 m=  

 

Γνωρίζουµε ότι την t=0: x 0,2 3 m=  και αφού 

επιταχύνεται θα κινείται προς τη Θ.Ι οπότε υ<0 

Γενικά: ( ) t 0

x 0,2 3m
x A t

=

ο =

= ⋅ηµ ω + ϕ →
0

0,2 3 0,4= ⋅ηµϕ  ή  

0

3

2
ηµϕ =  ή 

0

3

π
ηµϕ = ηµ , άρα: 

0
2k

3

π
ϕ = π +    ή   

0

2
2k 2k

3 3

π π
ϕ = π + π − = π +  k∈ℤ  

∆εχόµαστε: 
0

0 2≤ ϕ < π . Θέτοντας k=0 παίρνουµε: 

0
rad

3

π
ϕ =  ή 

0

2
rad

3

π
ϕ =  

ενώ κάθε άλλη τιµή του k, δίνει φ0 εκτός της δεκτής περιοχής τιµών. 

 

Γνωρίζουµε επίσης ότι για t=0:  

0υ <  ή max
0

max 0
0

υ >

υ ⋅συνϕ < →
0

0συνϕ <  

Άρα: 
0

2
rad

3

π
ϕ =  
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Τελικά η ζητούµενη εξίσωση είναι: 

 

2
x 0,4 4 t (S.I.)

3

π = ⋅ηµ π + 
 

 

 

∆2. Γνωρίζοντας την αλγεβρική τιµή της δύναµης επαναφοράς, 

υπολογίζουµε την αποµάκρυνση από τη θέση ισορροπίας: 
D k

F Dx
=

Σ = − → F kxΣ = −  ή στη θέση που µας ενδιαφέρει: 

( )
1

51,2F
x

k 160

−Σ
= − = −  ή 

1
x 0,32 m=  

 

Επειδή όµως η ενέργεια της ταλάντωσης παραµένει σταθερή, η ενέργεια 

ταλάντωσης στη θέση που µας ενδιαφέρει (x1) θα είναι ίση µε την 

ενέργεια της ταλάντωσης στη θέση µέγιστης αποµάκρυνσης (Θ.Μ.Α): 

( ) ( )1. . x
E

Θ Μ Α
= Ε ή 

2 2 21 1 1

1 12 2 2
DA m Dx= υ +   ή 

2 2 2 2 2

1 1
m A m m xω = υ + ω   

2 2 2 2 2

1 1
A xυ = ω −ω   ή ( )2 2 2 2

1 1
A xυ = ω −     ή   

2 2

1 1
A xυ = ±ω −  

2 2

1
4 0,4 0,32υ = ± π − ( ) ( )

2 2
2 2

4 40 10 32 10
− −

= ± π ⋅ − ⋅  ή 

( ) 4

1
4 1600 1024 10

−

υ = ± π − ⋅  ή 

4

1
4 576 10

−

υ = ± π ⋅
2

4 24 10
−

= ± π ⋅ 1
x 0m

s πλησιάζει τη Θ.Ι.
0,96

>

= ± π →

m

1 s
0,96υ = − π  

 

∆3. Από τη σταθερά επαναφοράς της αρχικής ταλάντωσης του συστήµατος 

m1-k, υπολογίζουµε την m1: 

D k2

1
D m

=

= ⋅ω →
1 2

k
m =

ω

 ή 
1 2

160
m

16
=

π

 ή 
1

m 1 kg=  

Εφαρµόζουµε την Α.∆.Ο στον άξονα x΄x για το σύστηµα των Σ1-Σ2: 

P P
ολ ολ

′=
� �

 ή 
1 2 12
P P P′+ =
� � �

  και εφόσον το ποσοστό απώλειας µηχανικής 

ενέργειας κατά την κρούση είναι 100% το 

συσσωµάτωµα θα έχει µηδενική ταχύτητα 

αµέσως µετά την κρούση, οπότε: 

1 2
P P 0+ =

�� �

  ή αλγεβρικά 
2 2 1 1

m m 0υ − υ =   ή 
2 2 1 1
m mυ = υ   ή 

1 1

2

2

m

m

υ

υ =  ή 
2

0,96 96 4 24

0,6 6 10 6 10

π π ⋅ π

υ = = =

⋅ ⋅

 ή m

2 s
1,6υ = π  
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∆4. Μετά την κρούση το σύστηµα των δυο σωµάτων θα εκτελέσει φθίνουσα 

ταλάντωση γύρω από την ίδια θέση ισορροπίας (µε αυτή της 

ταλάντωσης του m1), µε αρχικό πλάτος 
0 1

A x 0,32 m= =  (αφού το 

συσσωµάτωµα δεν έχει ταχύτητα αµέσως µετά την κρούση). 

 

Η περίοδος της φθίνουσας ταλάντωσης θα ισούται µε την περίοδο της 

απλής αρµονικής ταλάντωσης του συστήµατος των δυο σωµάτων, 

απουσία αποσβέσεων, δηλ: 

1 2

0

m m
T 2

k

+
′= Τ = π   ή 

1 0,6
T 2

160

+
= π   ή 

1
T 2

100
= π   ή 

T s
5

π

=  

 

Εφόσον η δύναµη απόσβεσης λόγω αέρα είναι της µορφής F΄=-bυ, το 

πλάτος της ταλάντωσης θα µειώνεται εκθετικά µε το χρόνο και 

συνεπώς: 

t 10Tt

10 0
A A e

=−Λ
= →

0

10 ln 2
10

5

A
A

e

π

π

=  ή 0

10 2 ln 2

A
A

e
⋅

=  ή 
2

0

10 ln 2

A
A

e

=  ή 

0

10 2

A
A

2
=  ή 

10

0,32
A

4
=  ή 

10
A 0,08 m=  

 

 


