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Θζμα Α 

Α1. Σελ 253 

Α2. Σελ 191 

Α3. Σελ 150 

Α4. α. Σ 

 β. Σ 

 γ. Λ 

 δ. Λ 

 ε. Λ 

Θζμα Β 

Β1. Είναι 
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Άρα ο γεωμετρικόσ τόποσ των εικόνων των μιγαδικϊν z  είναι ο μοναδιαίοσ κφκλοσ. 

Β2. Είναι  
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Επίςθσ 
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Άρα 1 2 2z z  . 

Β3. Ζχουμε  
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Για w x yi  , με ,x y  θ (2) ιςοδφναμα γίνεται: 
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2 2 2 2 2 2

2 2

16 36 144
1 1

144 144 144 9 4 3 2

x y x y x y
       

 

Άρα θ ζλλειψθ ζχει α=3 και β=2, οπότε 

min max
2, 3w w    

 
Β4. 

max
1 1 3 4z w z w w         

Επίςθσ 
min

2 1 1
w z

z w z w w z w z


           

Θζμα Γ 

Η ςυνάρτθςθ f ,  ε ίναι δυο φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο  0,  με  

1
'( ) ln 1f x x

x
    

και  

2

1 1
' '( )f x

x x
   

Παρατθρϊ ότι '(1) 0f   και αφοφ ( ) 0f x   για κάκε 0x   θ 'f κα είναι 

γνθςίωσ αφξουςα ςτο  0,  και θ ρίηα τθσ 1x   είναι μοναδικι. Ζχουμε:  

  
'

0 1 '( ) 1 '( ) '(1) '( ) 0
f

x f x f x f f x           και  

  
'

1 '( ) 1 '( ) '(1) '( ) 0
f

x f x f x f f x          και  

Ζχουμε επομζνωσ τον παρακάτω  πίνακα μεταβολϊν 

 

 x           0                   1                     +           

f ΄(x)  + 0   

 

f(x) 

  
 

     

 

 

 min 

 -1 

 

Άρα θ f  είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο  0,1  και είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  1,  

Είναι  

 1 1

lim ( )

lim ( )

x o

x

f

f x

f x




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 
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Άρα     0,1 1,f     και     1, 1,f     , Άρα  το ςφνολο τιμϊν κα είναι το 

    0, 1,f     . 

Γ2.  1 2013, 0xx e x   . 

     1 ln 2013 1 ln 1 2012 2012x x x x f x         

Είναι   2012 0,1f , άρα θ   2012f x   ζχει μια τουλάχιςτον κετικι ρίηα ςτο  0,1  

και αφοφ θ f  γνθςίωσ φκίνουςα κα είναι μοναδικι. Ο
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Είναι   2012 1,f  , άρα θ   2012f x   ζχει μια τουλάχιςτον κετικι ρίηα ςτο 

 1,  και αφοφ θ f  γνθςίωσ αφξουςα κα είναι μοναδικι. 

Γ3. Ζςτω      ' 2012g x f x f x    που είναι ςυνεχισ ςτο  1 2,x x , όπου 

 1 0,1x   και  2 1,x   . 

με 
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Άρα    1 2 0g x g x  . Από Θ Bolzano υπάρχει ζνα τουλάχιςτον  0 1 2,x x x  τζτοιο ϊςτε 

     0 0 00 ' 2012g x f x f x    . 

Γ4. Είναι     1g x f x  , άρα    1 ln , 0g x x x x   . 

Είναι ( ) 1 ( ) 1 0 ( ) 0f x f x g x        και   0 1g x x    μοναδικι ρίηα 
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Θζμα Δ 

Δ1. Αν    
2 2

1

1

x x x x
h x f t dt

e

  
   με  0,x  , αφοφ 2 1 0x x    για κάκε 

 0,x   διότι Δ<0. 

H f  ςυνεχισ ςτο  0,  άρα  
1

x

f t dt  παραγωγίςιμθ και  αφοφ θ 2 1x x   είναι 

παραγωγίςιμθ θ  
2 1

1

x x

f t dt
 

  κα είναι παραγωγίςιμθ ωσ ςφνκεςθ παραγωγίςιμων. 

Οπότε θ h  είναι παραγωγίςιμθ ςτο  0,  με  
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' 1 2 1

x
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Αφοφ      0 1h x h x h    ςτο 1x   θ h  παρουςιάηει ελάχιςτο, οπότε από το Θ. 

Fermat κα είναι: 

     
1 2 1

' 1 0 1 0 1 0h f f
e e


         

Επομζνωσ αφοφ   0f x   και ςυνεχισ κα διατθρεί πρόςθμο και αφοφ  1 0f   κα είναι 

  0f x  για κάκε  0,x  . Ζτςι    f x f x  . 

Αν ( ) ln , 0x x x x    , κα είναι 
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Άρα είναι  ' 0x   ςτο  0,1 , άρα   γν. αφξουςα ςτο  0,1  και 

 ' 0x   ςτο  1, , άρα   γν. φκίνουςα ςτο  1,  και ζχει μζγιςτο για 1x  , άρα  

   1 1 ln 1 0x x x         . 

Οπότε αφοφ    f x f x   ζχουμε 
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Οπότε ln x x  ςυνεχισ και παραγωγίςιμθ άρα και 
 

ln t t

f t


ςυνεχισ οπότε 

 1

lnx t t
dt

f t


  

παραγωγίςιμθ. Επομινωσ f  παραγωγίςιμθ ωσ πθλίκο παραγωγίςιμων. 

Άρα είναι 

 
 

   1 1
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x xt t x x t t
x x dt e f x dt e
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       

 
   

Παραγωγίηοντασ ζχουμε 
   1

ln lnxx x t t
dt e

f x f t
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   

 
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 
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1 ln 1
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x x

f xx x x x x x

x xf x f x f x
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                      

    

 

Άρα υπάρχει c ϊςτε για κάκε  0,x   να ιςχφει 

   
 

ln ln ln
ln x c

x c

x x x x x x
x c e f x

f x f x e





   
       

 

 

  1

1

1 ln1 1 1
1 0c

c
f e e c

e e e






         . 

Δθλαδι    ln , 0xf x e x x x    

Δ2. Αφοφ  
0

lim
x

f x


   κα είναι 
 0

1
lim 0
x f x

 . 

Οπότε αν 
 
1

u
f x

  τότε  

 
 

 

0

02

2 2
0 0 0 0

1 1 1 1
lim lim lim lim 0

2DHHx u u u

u u u
f x f x u

f x u u u u

 
 

      

    
              

Δ3.  Είναι     0F x f x    από Δ1. 

        
1

ln ln 1

1
ln 1 0

x x x

x

F x f x e x x e x x e
x

e x x
x

  



         
 

 
      

 

 

Άρα θ F  κυρτι 

Στο  , 2x x  θ F είναι ςυνεχισ και παραγωγίςιμθ άρα  Θ.Μ.Τ υπάρχει 

   
       

1 1

2 2
,2 .

2

F x F x F x F x
x x F

x x x
   

 
  


 

 

Όμοια  από Θ.Μ.Τ  ςτο 2 ,3x x   υπάρχει  

   
       

2 2

3 2 3 2
2 ,3 .

3 2

F x F x F x F x
x x F

x x x
   

 
  


 

Η F είναι κυρτι οπότε θ F   είναι γνθςίωσ αφξουςα. Ιςχφει  Ο
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   

       

       

     

1 2

1 2

2 3

2 3 2

2 3 2

2 2 3

x x x

F F

F x F x F x F x

x x

F x F x F x F x

F x F x F x

 

 

   

 

 


  

 

 

Δ4. Είναι        3 2g x F F F x    , οριςμζνθ και ςυνεχισ ςτο  , 2  , αφοφ θ 

F  είναι παραγωγίςιμθ το  0,  και 

     

         

3 0 (*)

3 3 2 2 0 απόΔ3.

g F F

g F F F

  

   

   

   
 άρα    3 0g g  

 

(*) Διότι θ F  είναι γνθςίωσ φκίνουςα γιατί    ' 0F x f x 
 

άρα 3   άρα        3 3 0F F F F        

Άρα από Θ Bolzano υπαρχει  , 2    ζτςι ϊςτε 

       0 3 2g F F F        και αφοφ θ F  γνθςίωσ φκίνουςα είναι μοναδικι. 
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